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 خلاصه فصل تابع

 معرفی انواع تابع: 

𝑓(𝑥)هر تابع با ضابطه   :تابع خطی = 𝑎𝑥 + 𝑏 نامیم.را یک تابع خطی می 

𝑓(𝑥)در تابع خطی   تابع ثابت: = 𝑎𝑥 + 𝑏   اگر𝑎 𝑓(𝑥)باشد،  ∘= = 𝑏 نامیم.را تابع ثابت می 

به صورت    ای:تابع چند جمله  𝑓(𝑥)تابع  = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎∘    آن در  اعداد    𝑎𝑖که  ها 

𝑎𝑛یک عدد صحیح نامنفی و   nحقیقی و   نامیم. می nای از درجه است را یک تابع چند جمله  ∘≠

𝑓(𝑥)ای با ضابطه  تابع چند جمله   :3تابع درجه   = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑   (𝑎   3یک تابع درجه    (∘≠

 است.

 :حقیقی است.ای، اعداد دامنه توابع چند جمله  نکته 

 :دامنه و برد تابع   نکته𝑦 = 𝑥3 .مجموعه اعداد حقیقی است 

𝑥1که    fاز دامنه    𝑥2و    𝑥1اگر برای هر دو نقطه   تابع صعودی: < 𝑥2   داشته باشیم𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2)    آنگاه

f  نامیم. )اگر را تابع صعودی می𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2)   باشد تابعf   نامیم.( را اکیداً صعودی می 

𝑥1که     fاز دامنه    𝑥2و    𝑥1اگر برای هر دو نقطه    :نزولیتابع   < 𝑥2    داشته باشیم𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2)    آنگاهf   

𝑓(𝑥1)نامیم. )اگر  را تابع نزولی می > 𝑓(𝑥2)  باشد تابعf  نامیم.(را اکیداً نزولی می 

ثابت باشد. تابع    fدر این بازه مقدار    xگوییم اگر برای تمام مقادیر  را در یک بازه ثابت می   fتابع    تابع ثابت:

 ثابت در یک بازه هم صعودی و هم نزولی است.

 گوییم.تابعی که در یک بازه فقط صعودی یا فقط نزولی باشد، تابع یکنوا می تابع یکنوا:
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  𝑔(𝑓(𝑥))تهی نباشد، تابع  𝑔و دامنه   fدو تابع باشند به طوری که اشتراک برد تابع  𝑔و   fاگر  تابع مرکب:

 نامیم. به عبارتی:دهیم و آن را تابع مرکب می نمایش می (𝑥)(𝑔𝑜𝑓)را با نماد 

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) 

 هایی است که: xمجموعه   : 𝒈𝒐𝒇دامنه تابع مرکب  

1) x  در دامنهf   .قرار دارد 

2  )𝑓(𝑥)  جزء دامنه𝑔  .باشد 

𝑦قوانین انتقال تابع  تبدیل نمودار توابع: = 𝑓(𝑥) کنیم: را به صورت کلی بیان می 

1)  𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑏  نمودار :𝑓(𝑥)  به اندازهb رود.بالا یا پایین می 

2) 𝑦 = 𝑓(𝑥 − 𝑎)    نمودار :𝑓(𝑥)    به اندازهa  رود. )اگر به راست یا چپ میa  رود مثبت باشد به راست می

 رود.( منفی باشد به چپ می aو اگر 

3)  𝑦 = 𝑘 𝑓(𝑥)   برد تابع :f     درk  شود. اگر ضرب می𝑘 ها منبسط یا    yدر امتداد محور    𝑓(𝑥)نمودار   ∘<

𝑘شود. منقبض می > >∘شود و منبسط می 1 𝑘 < 𝑘شود. اگر  منقبض می 1 نسبت به    f، ابتدا نمودار  ∘>

 شود.ها منبسط یا منقبض می yدر امتداد محور  |𝑘|شود سپس با ضریب  ها قرینه می  xمحور 

4)  𝑦 = 𝑓(𝑘𝑥)    طول نقاط :f     در
 1 

𝑘
𝑘اگر    شود.ضرب می    ها منبسط یا   xدر امتداد محور    fنمودار    ∘<

𝑘شود. اگر  منقبض می > با ضریب     fنمودار    1
 1 

𝑘
>∘شود و اگر  فشرده می   𝑘 < با ضریب     fنمودار    1

 1 

𝑘
 

𝑘شود. اگر  کشیده می |شود سپس با ضریب  ها قرینه می  yنسبت به محور     fابتدا نمودار    ∘>
 1 

𝑘
منبسط یا    |

 شود.منقبض می

5  )𝑦 = |𝑓(𝑥)|    کافی است نمودار :𝑦 = 𝑓(𝑥)   هایی که زیر محور  را رسم کنیم و قسمتx   ها است را نسبت

 ها قرینه کنیم.  xبه محور 
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 𝑓−1را با     fوارون پذیر است. وارون تابع     fیک به یک یا یکنوا باشد، آنگاه تابع    𝑓(𝑥)تابع  اگر    :تابع وارون

,𝑎)دهیم. اگر نقطه نشان می 𝑏)  روی نمودارf    باشد آنگاه(𝑏, 𝑎)   روی نمودار تابع𝑓−1 .قرار خواهد داشت 

𝑦برای به دست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع، در معادله    ضابطه تابع وارون: = 𝑓(𝑥)    ابتدا با تبدیلy  

به دست   xای برحسب  جایی عبارتها و عملیات ریاضی، ضابطهکنیم که با جابهسعی می  yبه    xو تبدیل    xبه  

 است.  fریم. ضابطه به دست آمده وارون تابع آو

 :برای دو تابع  نکتهf   و𝑔  :اگر داشته باشیم ، 

(𝑓𝑜𝑔)(𝑥) = 𝑥  ;   𝑥 ∈ 𝐷𝑔     ,     (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑥  ;   𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

 وارون یکدیگرند.  𝑔و   fآنگاه توابع  

 :نکته   

(𝑓−1𝑜𝑔−1)(𝑥) = (𝑔𝑜𝑓)−1(𝑥) 
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 نمودار توابع زیر را رسم کنید.  .1

 ها را مشخص کنید.دامنه و برد آنالف( 

 ها بحث کنید.ب( در مورد یکنوایی آن 

1) 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)3 + 2

2) 𝑦 = 3𝑥 − 1                 

                                  3) 𝑦 = {
𝑥2 + 1          𝑥 >∘
𝑥       − 1 < 𝑥 <∘
|𝑥 + 2|     𝑥 ≤ −1

 

𝑦آیا توابع   .2 = 𝑥 − |𝑥|   و𝑦 = |𝑥2 −  یک به یکند؟ )با رسم نمودار(  |1

   با استفاده از نمودار تابع  نمودار توابع زیر را رسم کنید. .3

𝑦 = −
 1 

2
𝑓(4)                 𝑦 = 𝑓 (

 𝑥 

2
) − 2      

,𝐴(2اگر    . 4 𝑦روی نمودار    (3− = 𝑓(𝑥)    باشد، متناظر آن روی نمودار𝑦 =
1

 3 
𝑓(2𝑥 − ای چه نقطه  (3

 است؟ 

𝑓اگر    .5 = {(7,11), (9,1), (3,4), 𝑔و    {(5,4) = {(1,3), (3,5, (5,7), تابع   {(7,9) باشند،  تابع  دو 

𝑓𝑜𝑔  .را مشخص کنید 

𝑓(𝑥)اگر   .6 = √5 − 𝑥 و   
1

𝑥2−1
 𝑔(𝑥)  باشد مطلوبست:  =

 𝑔𝑜𝑓الف( دامنه و ضابطه تابع 

 (1)(𝑓𝑜𝑓)و  (2−)(𝑓𝑜𝑔)ب( مقادیر 

𝑓(𝑥)اگر  . 7 = 3𝑥 + 𝑔(𝑥)و  2 = 𝑥2 + 𝑥 + (𝑥)(𝑔𝑜𝑓)باشد، معادله  5 =  را حل کنید.  17

𝑓(𝑥)الف( در تابع   . 8 = 1 + √−2𝑥   مقدار𝑓−1(4)  .را معلوم کنید 

𝑓(𝑥)ب( اگر   =
1

 8 
𝑥 − 𝑔(𝑥)و   3 = 𝑥3  باشد(𝑔−1𝑜𝑓−1)(5) .را به دست آورید 

2 

4- 3 4 
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𝑓(𝑥)با محدود کردن دامنه تابع  . 9 = 2𝑥2 − 4𝑥 + 1 : 

 الف( وارون تابع را به دست آورید. 

 را مشخص کنید.  fب( برد تابع 

 ج( نمودار تابع و وارون آن را رسم کنید. 

تابع   .10 𝑓(𝑥)دو  = √5𝑥 + 𝑔و    9 = {(3,6), (1,1), (5,2), (7,3), اگر    {(1,4) مفروضند. 

(𝑓−1𝑜𝑔−1)(𝑎) =  را بدست آورید.  aباشد، مقدار  8
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 حد و پیوستگیخلاصه فصل 

   :یادآوری 

,𝑎)مانند  ای  در بازه    fفرض کنید تابع  تعریف حد تابع: 𝑏)  شامل نقطه𝑥∘   بجز احتمالاً در خود(𝑥∘ تعریف )

نزدیک کرد؛ به   lرا به هر اندازه دلخواه بتوان به    fاست؛ هر گاه مقدار تابع    lبرابر   ∘𝑥در    fشده باشد. حد تابع 

 نزدیک شود.  ∘𝑥از هر دو طرف راست و چپ به قدر کافی به  xشرط آنکه 

lim
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) = 𝑙 

  هرگاه  :تذکرx  ها از مقادیر بزرگتر از𝑥∘  به𝑥∘ کنیم. نزدیک شوند حد راست را بررسی می 

حد  راست   = lim
𝑥→𝑥∘

+
𝑓(𝑥) 

  هرگاه  :تذکرx  ها از مقادیر کوچکتر از𝑥∘  به𝑥∘ کنیم. نزدیک شوند حد چپ را بررسی می 

حد  چپ  = lim
𝑥→𝑥∘

−
𝑓(𝑥) 

 :نکته  lim
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) = 𝑙  اگر و تنها اگرlim
𝑥→𝑥∘

+
𝑓(𝑥) = 𝑙  وlim

𝑥→𝑥∘
−

𝑓(𝑥) = 𝑙   

 های حد: قوانین و ویژگی 

c  وa  1     اند.عدد حقیقی) lim
𝑥→𝑎

𝑐 = 𝑐 

2) lim
𝑥→𝑎

𝑥 = 𝑎 

3) lim
𝑥→𝑎

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 

4) lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ± lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 

5) lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) . lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 

6) lim
𝑥→𝑎

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
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 هم: دادامه بحث در سال دواز 

𝑥)ای درجه اول  بر دو جمله   𝑓(𝑥)ای  در تقسیم چند جمله   قضیه: − 𝑎)    باقی مانده تقسیم برابر𝑓(𝑎)   .است 

𝑥)بر  𝑓(𝑥)برابر صفر باشد، آنگاه   𝑓(𝑎)اگر  نتیجه: − 𝑎) پذیر است.بخش 

   در    : تذکر    محاسبه  اگر 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
   lim

𝑥→𝑎
جمله   دو  𝑄(𝑥)و    𝑃(𝑥)که        باشیم   اند،ایچند   داشته 

𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥) بایست محاسبه کرد. برای محاسبه این حد می توان  نمی آنگاه حد این عبارت را به راحتی    ∘=

𝑥رفع ابهام کنیم. برای این منظور عامل   − 𝑎  ای در ای بر چند جملهرا به روش تجزیه یا تقسیم چند جمله

 .کنیمکنیم. سپس مجدد از قانون تقسیم حدها استفاده می یابیم و ساده می ها میعبارت 

 گاهی صورت یا مخرج تابع    :تذکر
 𝑓 

𝑔
limشامل یک عبارت رادیکالی است و    

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) =∘ 

در این حالت برای محاسبه حد  
 𝑓 

𝑔
و مخرج را در یک عبارت رادیکالی ضرب  لازم است ابتدا صورت    aدر نقطه    

𝑥)کنیم تا عامل   − 𝑎)   ظاهر شود تا با ساده کردن آن از صورت و مخرج، بتوانیم مقدار حد در صورت و مخرج

 را در صورت وجود به دست آوریم. 

 نامیم.می ∘𝑥را یک همسایگی   ∘𝑥بازة باز شامل عدد حقیقی هر  همسایگی:

,𝑎)اگر بازه    همسایگی محذوف: 𝑏)    یک همسایگی عدد حقیقی𝑥∘    باشد، آنگاه مجموعه(𝑎, 𝑏) − {𝑥∘} 

 شود.نامیده می ∘𝑥یک همسایگی محذوف  

limتعریف شده باشد. رابطه    aدر یک همسایگی محذوف     fفرض کنیم تابع   حد نامتناهی:
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞  

به قدر    xتر کرد مشروط بر آنکه  دلخواه بزرگ   را از هر عدد مثبت   𝑓(𝑥)توان مقدارهای به این معناست که می

 . نزدیک اختیار شود aکافی به 
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limو رابطه  
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = تر را از هر عدد منفی دلخواهی کوچک   𝑓(𝑥)توان مقدارهای  به این معناست که می  ∞−

 نزدیک اختیار شود. aبه قدر کافی به  xکرد مشروط بر آنکه 

,𝑎)ای مثل  در بازه    fاگر تابع    نهایت:حد در بی  limتعریف شده باشد، رابطه    (∞+
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐿   به این

به قدر کافی بزرگ اختیار    xنزدیک کرد، مشروط بر آنکه    Lتوان به  را به هر مقدار دلخواه می   𝑓(𝑥)معناست که  

 شود. 

,∞−)ای مثل  در بازه     fاگر تابع   𝑏)    تعریف شده باشد، رابطهlim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝐿   به این معناست که به هر

 به قدر کافی کوچک و منفی اختیار شود. xنزدیک کرد، مشروط بر آنکه  Lرا به  𝑓(𝑥)توان مقدار دلخواه می

  :نکته 

1) lim
𝑥→±∞

1
 𝑥𝑛 

=∘   

2) lim
𝑥→±∞

(𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑘) =  lim
𝑥→±∞

𝑎𝑥𝑛    
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 مشتقخلاصه فصل 

 آید:شیب خط از فرمول زیر به دست می  :شیب خط

𝑚 =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
=

 𝑦2 − 𝑦1 

𝑥2 − 𝑥1
 

گذرد و قرار دارد( می    f)که روی نمودار    aمنظور خطی است که از نقطه    : aخط مماس بر منحنی در نقطه 

 بر نمودار مماس است.

, 𝑎)در نقطه     fماس بر منحنی  شیب خط م  :  fشیب خط مماس بر منحنی   𝑓(𝑎))    به صورت زیر تعریف

 شود: می

شیب  = lim
ℎ→∘

 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) 

ℎ
 

 یا

شیب  = lim
𝑥→𝑎

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) 

𝑥 − 𝑎
 

 به شرط آنکه این حد موجود و متناهی باشد. 

   :در صورتی که تابع در نقطه    نکتهa   ،پیوسته باشد اما در فرمول محاسبه شیب خط مماس در این نقطه

𝑥گوییم خط  شود می  ∞−یا  ∞+حد  = 𝑎   مماس قائم بر نمودار تابعf  .است 

limدر دامنه تابع باشد و   aاگر نقطه  تعریف مشتق:
ℎ→∘

 𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎) 

ℎ
limیا  

𝑥→𝑎

 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎) 

𝑥−𝑎
وجود داشته باشد،   

 دهیم:نمایش می 𝑓′(𝑎)نامیم و با می aدر نقطه   fمقدار این حد را مشتق تابع 

𝑓′(𝑎) = lim
ℎ→∘

 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) 

ℎ
= lim

𝑥→𝑎

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) 

𝑥 − 𝑎
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 تعریف شده باشد، آنگاه:  aدر نقطه   fاگر تابع   مشتق راست و چپ:

مشتق راست  = 𝑓+
′(𝑎) = lim

ℎ→∘+

 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) 

ℎ
= lim

𝑥→𝑎+

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) 

𝑥 − 𝑎
 

مشتق چپ  = 𝑓−
′(𝑎) = lim

ℎ→∘−

 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) 

ℎ
= lim

𝑥→𝑎−

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) 

𝑥 − 𝑎
 

  :تابع   نکتهf   در نقطه𝑥 = 𝑎  :مشتق پذیر است هرگاه 

𝑓+
′(𝑎) = 𝑓−

′(𝑎) 

  :اگر تابع  نکتهf    در نقطه𝑥 = 𝑎 :مشتق پذیر باشد آنگاه 

lim
ℎ→∘

 𝑓(𝑎 + 𝑚ℎ) − 𝑓(𝑎 + 𝑛ℎ) 

ℎ
= (𝑚 − 𝑛)𝑓′(𝑎) 

 محاسبه مشتق: قوانین 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑘 (𝑘 عدد  ثابت )        ⇒      𝑓′(𝑥) =∘ 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛(𝑛 ∈ ℚ)           ⇒      𝑓′(𝑥) = 𝑛 𝑥𝑛−1 

3) 𝑓(𝑥) = √ 𝑥     ,    𝑥 >∘      ⇒      𝑓′(𝑥) =
1

2√ 𝑥 
 

4) 𝑓(𝑥) = √ 𝑥𝑚 
𝑛

⇒       رادیکال  بامعنا باشد     ,        𝑓′(𝑥) =
𝑚

 𝑛 √ 𝑥𝑛−𝑚 
𝑛  

5) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥          ⇒      𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 

6) 𝑓(𝑥) = cos 𝑥          ⇒      𝑓′(𝑥) = sin 𝑥 

 )دو فرمول آخر مربوط به رشته ریاضی است.( 

  اگر توابع  :تذکرf   و𝑔  در𝑥 = 𝑎 :مشتق پذیر باشند داریم 

(𝑓 ± 𝑔)′(𝑎) = 𝑓′(𝑎) ± 𝑔′(𝑎) 

(𝑘𝑓)′(𝑎) = 𝑘𝑓′(𝑎) 
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(𝑓 𝑔)′(𝑎) = 𝑓′(𝑎) 𝑔(𝑎) + 𝑔′(𝑎) 𝑓(𝑎) 

(
 𝑓 

𝑔
)

′

(𝑎) =
𝑓′(𝑎) 𝑔(𝑎) − 𝑔′(𝑎) 𝑓(𝑎)

(𝑔(𝑎))
2  

 𝑓𝑜𝑔دو تابع مشتق پذیر باشند، در این صورت تابع مرکب  𝑔و   fاگر  مشتق تابع مرکب یا قاعده زنجیری:

 مشتق پذیر است و داریم:

(𝑓𝑜𝑔)′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) 𝑓′(𝑔(𝑥)) 

 به عبارتی:

 باشد آنگاه: xتابعی از  uو  uتابع برحسب    fاگر 

𝑦 = 𝑓(𝑢)        ⇒        𝑦′ = 𝑢′𝑓′(𝑢) 
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   ای تغییر با مقدار مشتق و شیب خط مماس  آهنگ متوسط تغییر با شیب خط قاطع و آهنگ لحظه  :تذکر

 د.ننقطه برابردر آن 

دامنه تابع مشتق، زیر مجموعه دامنه تابع است. دامنه تابع مشتق، مجموعه همه   دامنه و نمودار تابع مشتق:

 نقاطی از دامنه تابع است که مشتق در آن نقاط وجود دارد.

بعد از مشخص کردن دامنه تابع مشتق و نقاطی که مشتق وجود ندارد و با توجه به ضابطه مشتق، نمودار  را 

𝑦کنیم. به طور مثال نمودار مشتق تابع  رسم می  = 𝑎𝑥 + 𝑏  خط افقی𝑦 = 𝑎  .است 
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